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Mechanika Analityczna i Drgania Roéwnania Lagrange’a 11 r.— przyktady

Wzér:

d | 0L oL
a3~ = Q; (1)
dt | 9q; dq;
L — potencjal kinetyczny
G; — predkos¢ uogdlniona
¢; — wspolrzedna uogdlniona
Q; — sita uogdlniona
Potencjat kinetyczny:
L=F-U

gdzie:
E — energia kinetyczna
U — energia potencjalna

Wskazéwka: Jesli energia kinetyczna nie zalezy od wspditrzednych uogélnionych to
wzér (1) mozna zastapi¢ wzorem:

d |OF ou
vl el B s =Q; (2)
dt 8qi 3qi
Gdy w uktadach wystepuje rozpraszani energii, wyraza sie je przez tzw. funkcje dyssypacyi
energii — D = %biQ. Roéwnanie Lagrange’a przyjmuje wowczas postac:

d [aﬂ oL oD _, 5

dt |9¢;|  dg; * o4,

lub jesli energia kinetyczna nie zalezy od wspélrzednej uogélnionej ¢ (tzn. %—5 =0), to:

Qi (4)

d[oB] oU oD
dt | 0g; dq;  0g;

Ponizej przedstawie kilka przyktadow wyznaczania dynamicznych réwnan ruchu za po-
moca rownan Lagrang’e I rodzaju.
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Przyklad 1: Wyznacz przyspieszenia bryt, korzystajac z metody rownan Lagrange’a I1
rodzaju.
Dane: my, mo, R, 7, M

Réwnania wigzow:

{g&l(R—i-r):a:Q
Ty = Qor

- Wspoirzedna uogdlniona:

q={e}
Przeksztatcone réwnania wiezow:
xo =1 (R+71)
(R+7)
r
Przemieszczenia wirtualne:

(51’2—5901(R+7°) =0
(R+71)
T

Y2 = ¥

=0

5(,02 — (S(,Ol

Praca wirtualna uktadu:

OW = Mdp,, stad sita uogélniona:

Q<P1 =M
Momenty bezwtadnoéci figur wynosza odpowiednio:
my(R+r)?

J=—* J, =
1 3 )y U2 2

Energia kinetyczna uktadu:

W]

1 ) ) . 1.
E = 5 J1S012 + mo2s® + JQQOQQ} = 59012 [J1 +mgo (R + 7”)2 + Jo 2

Energia potencjalna uktadu:

R+r) . .
U= mlg( ) sin(p1) + mag(R + 1) sin(ipy)
Pochodne energii:
d [ OF . 2 (R+T)2
P (8@1) =P [J1+m2(R+T) +J2T
oU R+r
— :m1g< ) cos (1) + mag (R + 1) cos (¢1)
8@1 2
oU my
oo g (R +1)cos (p1) {2 + mz}

Po podstawieniu pochodnych do rownan Lagrange’a:

) R+r)?
@1 | o+ ma(R+7)%+ J2(rzr)] + V;l +mz] g(R+r)cos(p1) =M
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Ostatecznie przyspieszenie:

M — {% —i—mQ} g (R+r)cos (¢1)
Jl +m2(R+7°)2+J2(Rj7;)2

Y1 =

Przyktad 2: Wyznacz rézniczkowe réwnanie ruchu belki korzystajac z metody réwnan

Lagrange’a II rodzaju.
Dane: m, [, k,w, Fy
Réwnania wiezow:

F = F,sin(ot) Brak
—>] Wspotrzedna uogodlniona:
q = {p}
Praca wirtualna uktadu:
OW = Fdpr, stad sita uogdlniona:
Q, = Fr
m, | :’ Momenty bezwtadnosci belki:
mi?
ST
Energia kinetyczna uktadu:
1
E=_J@*
9 ¥
Energia potencjalna uktadu:
[ k(pl)?
U= mg cos(yp) + (g )
Pochodne energii:
d (O0F
— (=) =Jp
dt 61,01
ou l mg
— = —mg—si kol = (k——) ¢l
9o~ 93 sin(y) + ke ( 5 ) @

Po podstawieniu pochodnych do réwnan Lagrange’a:

Jo+ (k - Tr;g) @l = Fyl sin(wt)

¢+3<k_n;g)¢:3F0
ml

— sin(wt)
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Powyzsze réwnanie mozna sprowadzi¢ do postaci rézniczkowego rownania ruchu wymu-
szonych drgan harmonicznych:

¢+ wip = Asin(wt)

gdzie:
wd — czestosé drgan wlasnych,
A — amplituda.

Przyklad 3: Wyznacz rézniczkowe rownanie ruchu belki korzystajac z metody rownan
Lagrange’a II rodzaju.
Dane: my, mqo, ms3, R, 1, k

Roéwnania wiezow:

Ty = @37
{ Ty + 2R =11
Wspblrzedne uogodlnione:
q={z1, 02}
Energia kinetyczna:

E = = [mad} + Jo@} + mai + 21343

B =

N — DN —

. . . . \2 J3 .
it + 1o+ ma (3 - o R)” + 22048

kx?
=92 =t
o-2(5)
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Pochodne:
{Xl} {902}
d {OF 2J d ([ O0F . ..
() - (m1 + mq + 23) Ty —mop R — <> a (J2 * m2R2> P2 — ma Ll
8;171 r

ou ou
—— =2k — =0
Oy o 8g02

Ostatecznie otrzymujemy uktad dwoch réwnan rézniczkowych:

2J3\ .. ..
(m1 + mo + 7;) 1 —mopo R+ 2kxy =0

(J2 + maR?) 22 — my Riy =0

Przyklad 4: Wyznacz rézniczkowe réwnanie ruchu belki korzystajac z metody réwnan
Lagrange’a II rodzaju.

Dane: m, [, k,w, Fy

Réwnanie wiezu i pochodne:
x = 2l cos(pg) — 2l cos(ip)

& = 2lsin(p)p
Wspoélrzedna uogdlniona:
q={s}

Przemieszczenia wirtualne:

dx = 2lsin(p)dy

Praca wirtualna uktadu:
oW = Féx

W = F2lsin(p)dp

Sita uogdlniona:

Q, = F2lsin(yp)
Dwa ramiona czworoboku poruszaja sie ruchem obrotowym, a dwa pozostate ruchem pta-

skim. Aby wyznaczy¢ energie ruchu ptaskiego ramion, nalezy wyznaczy¢ predkosci srod-
kow ich mas. Mozna ja wyznaczy¢ z zasady superpozycji, ktorej zastosowanie pokazano
na rysunku:

Predkos¢ srodka masy elementu tacznikowego v mozemy

. v policzy¢ z twierdzenia cosinuséw.
; 4 /r [2 l s
P ENG 2 = 4?2 '2—2"(:08(— )
9 > v "+ 1 xg02 5 ©
X [2
VP =3% + ngZ — z¢lsin

Moment bezwtadnosci ramion mechanizmu wzgledem osi przechodzacych przez ich srodki
mas (glowny moment bezwladnosci):
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2 2
J = nf; , a wzgledem jego koica J, = W;l

Energia kinetyczna:

1 1 1 1
E = —4mi® +2 (ngQ + mvz> + 2= Jop?

2 2 2 2
o ml* . oml* L mil?
= 2mx +E<p +mx—|—7<p —quplsm@—i—T(p
2
= gml%z — ma@lsin ¢ + 3ma?

2
= ml*¢? (10 sin®(¢) + 3)

Energia potencjalna:
1
U= 5/{: [2 (Isin ¢ — [sin )]

= 2kI? (sin ¢ — sin )

Uwaga: Energia kinetyczna zalezy od wspotrzednej uogdlnionej ¢, zatem nie mozna
wykorzystaé uproszczonego wzoru Lagrange, tylko nalezy zastosowaé¢ wzér ogdlny (3).

Potencjat kinetyczny L:

2
L = mil?p? <10 sin?(p) + 3> — 2k1? (sin ¢ — sin )

Pochodne:
L 2
ggb =2ml%p (10 sin?(y) + 3)
L 2
th (g@) = 2mi*¢p (10 sin?(y) + 3> 40mi*p sin @ cos @

2
= 2ml*p <10 sin?(p) + 3) + 20ml%p sin(2¢p)

gi = ml*p?10 - 2sin @ cos o — 4kI? (sin ¢ — sin g) cos ¢
= 41%sin p cos ¢ (5mp — k) + 4kI? sin @ cos ¢
= 21%sin(2¢p) (5mg — k) + 4kl? sin g cos ¢

gi = 4bl*sin’ ()P

Wstawiajac pochodne do réwnania (3) otrzymujemy rézniczkowe réwnanie ruchu uktadu:

2
2mi*3 (10 sin?(p) + 3) + 20mi*p sin(2p) — 217 sin(2¢p) (5mg — k) — 4kl sin @g cos @

+ 4bl? sin®(¢)p = 2LF sin ¢
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lub po redukcji:

2
2mi* (10 sin?(p) + 3> + sin(2¢) (10ml2<,b + 2kl2) — 4kI? sin g cos ¢
+ 4bl* sin’ ()¢ = 21 Fy sin(wt) sin ¢
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