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MECHANIKA ANALITYCZNA I DRGANIA Roéwnania Lagrange’a I1 r.— przykiady

Wzbr:

d | 0L oL
vl vyl = Qi (1)
dt |9g;| Ogqi
L — potencjal kinetyczny
G; — predkos¢ uogdlniona
¢; — wspolrzedna uogdlniona
Q; — sita uogdlniona
Potencjat kinetyczny:
L=FE-U

gdzie:
E — energia kinetyczna
U — energia potencjalna

Wskazéwka: Jesli energia kinetyczna nie zalezy od wspdirzednych uogélnionych to
wzér (1) mozna zastapi¢ wzorem:

d |OF ou
— 5|t = Q; (2)
dt | 9g; dq;
Gdy w uktadach wystepuje rozpraszani energii, wyraza sie je przez tzw. funkcje dyssypacy
energii — D = %bﬁcg. Réwnanie Lagrange’a przyjmuje wowczas postac:

d l&L] oL oD _ )

% 9q; a 0¢; * 04q; B

albo po rozpisaniu, ze L = E — U.:

d |OF oF 0U 0D
e S o

8q; | 9g; * 0q; * o4

lub jesli energia kinetyczna nie zalezy od wspéhrzednej uogélnionej ¢ (tzn. 5 = 0), to:

d |OF ou 0D
i (9] I o

—| + + =
dq; dq;  0g;
Ponizej przedstawi¢ kilka przyktadow wyznaczania dynamicznych réwnan ruchu za po-
moca rownan Lagrang’e I rodzaju.
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Przyktad 1: Wyznacz przyspieszenia bryt, korzystajac z metody rownan Lagrange’a I1
rodzaju.
Dane: my, mo, R, 7, M

Réwnania wiezow:

{(pl (R+7r) =1,
L2 = Par
~ Wspdlrzedna uogodlniona:
q={p1}
Przeksztatcone rownania wiezow:
zo =1 (R+T)
(R+71)

r

w2 = 1

Przemieszczenia wirtualne:
(SZL’Q —5@1 (R+T> =0

(R+7) 0

dpay — 01

Praca wirtualna uktadu:

OW = Mdpy, stad sita uogdlniona:
Qapl =M

Momenty bezwtadnosci figur wynosza odpowiednio:

_ml(R—l—r)2 7 _ mar?
B 3 T2

Ji

Energia kinetyczna uktadu:

<R+7“>21

1 . . . L.
E = < | Jig1” + mads® + J2<P22} = 5@12 [Jl +mg (R + 7")2 + Ja 2

2

Energia potencjalna uktadu:

R+r) . .
U= mlg( ) sin(py) + mag(R + ) sin(p;)
Pochodne energii:

d (OE) . 2 (R + 7”)2
% <agpl> = ©1 |;]1+7TL2(R+7”) +J2 7”2

ou R+

o1 mlg( ) cos (01) +mag (R + 1) cos (1)

©1 2

ou

— =g (R+r)cos(¢1) {ml + mQ]

D1 2

Po podstawieniu pochodnych do réwnan Lagrange’a:

<R+>] [m

B |+ ma(Rr)” + Sy 2 a9 (B4 1) cos (1) = M
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Ostatecznie przyspieszenie:

M — [% +m2] g(R+1)cos (¢1)
Ty 4 ma(R+1)? 4 Jp 00"

Y1 =

Przyklad 2: Wyznacz rézniczkowe rownanie ruchu belki korzystajac z metody rownan

Lagrange’a II rodzaju.
Dane: m, [, k,w, Fy
Réwnania wigzow:

F =F,sin(at) Brak
—>] Wspobirzedna uogdlniona:
¢ = {p}
Praca wirtualna uktadu:
OW = Fdpr, stad sita uogodlniona:
Qy, = Fr
m, [ Momenty bezwladnosci belki:
mi?
h=g
Energia kinetyczna uktadu:
1
E = -Jp*
2 @
Energia potencjalna uktadu:
l E(pl)?
U = mg- cos(p) + (1)
2 2
Pochodne energii:
d (O0F
— (=) =g
dt 8@1
oUu [ mg
X _mg—si kﬂg(kl—) !
90~ 93 sin() + ke 5 )¢

Po podstawieniu pochodnych do rownan Lagrange’a:

I+ (kl _ ";9) ol = Fyl sin(wt)

3(M—-1%) 3R,
= sin(wt)
ml ml

o+
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Powyzsze réwnanie mozna sprowadzi¢ do postaci rézniczkowego rownania ruchu wymu-
szonych drgan harmonicznych:

¢+ wip = Asin(wt)

gdzie:
w2 — czestos¢ drgan wlasnych,
A — amplituda.

Przyktad 3: Wyznacz rézniczkowe réwnanie ruchu belki korzystajac z metody réwnan
Lagrange’a II rodzaju.
Dane: my, mo, ms, R, 7, k

Roéwnania wiezow:

L1 = @3r
To + R = 1
Wspblrzedne uogodlnione:

q={z1,02}

Energia kinetyczna:

B = - [mi + g} + mod} + 2J543]

E =

N — N —

) i . . 2 Js .
[mlx% + Jggog + Mo (x% — gpgR) + 27“;)x%]

ka?
=2 =1
iy
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Energia potencjalna:
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Pochodne:
{x1} {2}
gz = 2kx; ggi =0

Ostatecznie otrzymujemy uktad dwéch réwnan rézniczkowych:

2J3\ .. ..
<m1 +mg + 7“23> Z1 —mepoe R+ 2kx; =0

(2 +maR?) 322 — my Riy =0

Przyklad 4: Wyznacz rézniczkowe rownanie ruchu belki korzystajac z metody rownan
Lagrange’a II rodzaju.
Dane: m, [, k,w, Fy
Réwnanie wiezu i pochodne:
A x = 2l cos(pg) — 2l cos(p)

y & = 2lsin(p)p
A 4x(m,l) .
X ’ Wspotrzedna uogodlniona:
F=F sin(wt gl _
ysin( m)ﬂmm q={p}
—f o SRR Przemieszczenia wirtualne:

dx = 2lsin(p)dyp

Praca wirtualna uktadu:

oW = Fox

W = F2lsin(p)de

Sita uogdlniona:

Q, = F2lsin(yp)

Dwa ramiona czworoboku poruszaja sie ruchem obrotowym, a dwa pozostate ruchem pta-
skim. Aby wyznaczy¢ energie ruchu ptaskiego ramion, nalezy wyznaczy¢ predkosci srod-

kéw ich mas. Mozna ja wyznaczy¢ z zasady superpozycji, ktorej zastosowanie pokazano
na rysunku:

Predkos¢ srodka masy elementu tgcznikowego v mozemy
policzy¢ z twierdzenia cosinusow.
I 2
_ \? " l [
P '/iX» [p0.1mmi]v? = #* + ngZ - 23’39&5 cos (g - go)
X 2
2 .2, -2t
V=" F @ 1

v

— xplsin

Moment bezwtadnosci ramion mechanizmu wzgledem osi przechodzacych przez ich srodki
mas (gléwny moment bezwtadnosci):
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2 2
J = ﬂ;é , a wzgledem jego korca j, = W;l

Energia kinetyczna:
1. 1. 1 1.
E= §4mx2 +2 <2Jg02 + 2mv2) + 2§J0g02

o ml® . oml? L mil*
:2mx2+ﬁg02+mx+7<p2—mxgpl81ng0+7g02

2
= gm12¢2 — maplsin ¢ + 3ma?

2
= ml*¢? (10 sin?(p) + 3>
Energia potencjalna:
1
U= 5]@ [2 (Isin ¢ — [sin gg)]?

= 2kI? (sin ¢ — sin gp)*

Uwaga: Energia kinetyczna zalezy od wspotrzednej uogélnionej ¢, zatem nie mozna

wykorzystaé uproszczonego wzoru Lagrange (5), tylko nalezy zastosowaé wzdér ogblny
(3) lub (4).

Potencjat kinetyczny L:

2
L = ml*? (10 sin?(p) + 3> — 2k1? (sin ¢ — sin ¢g)

Pochodne:
L 2
g@ = 2ml?¢ (10 sin®(y) + 3)
d L 2
o <30> =2ml%p (10 sin?(y) + 3) + 40ml*p sin @ cos @

2
= 2ml*¢ (10 sin?(p) + 3) + 20mi*p sin(2¢p)

oL
e mi*p?10 - 2sin @ cos o — 4kl* (sin ¢ — sin @) cos ¢
¥
= 41%sin @ cos  (5mep — k) + 4kI* sin y cos ¢
= 217 sin(2¢p) (5mg — k) + 4kl? sin g cos ¢
oD
9 = 4b1* sin® ()

Wstawiajac pochodne do réwnania (3) otrzymujemy rézniczkowe réwnanie ruchu ukltadu:

2
2mi* (10 sin?(p) + 3) + 20mi*psin(2p) — 20* sin(2yp) (5mp — k) — 4kI* sin g cos ¢
+ 4bl? sin®(¢)p = 21 F sin ¢
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lub po redukcji:

2
2mi*¢ <10 sin®(p) + 3> + sin(2¢p) (10ml2gb + 2kl2) — 4KI1* sin g cos ¢
+ 4bl* sin® ()¢ = 20 Fy sin(wt) sin ¢
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