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Mechanika Analityczna i Drgania Drgania niettumione o wielu stopniach swobody

Wzory:

Podstawowe wzory dotyczace uktadéw o jednym stopniu swobody.

| k d
wo =4/ — [m] — czestosé drgan wlasnych (1)
m s
2r )
To=— [s] — okres drgan wtasnych (2)
«wo
1
fo= T = ;}—O [Hz] — czestotliwosé drgan wlasnych (3)
T

k — wspotezynnik sprezystosci uktadu

m — masa ukladu

Drgania wlasne ukladu trzech mas

Rozpatrywany jest uktad trzech mas potaczonych za pomoca roéznych sprezyn tak jak
przedstawiono na rysunku 1.

X1 Xz X3

ki k ks

Rysunek 1: Model fizyczny uktadu trzech mas potacazonych sprezynami

Do rozwigzania przyjmijmy nastepujace warunki poczatkowe.

ZL’l(O) = 29 371(0) =0
22(0) =0 #(0) =0 ()

Podstawa wyznaczenia rownan ruchu sa roézniczkowe rownania ruchu. Wyznaczymy je
postugujac sie rownaniami Lagrange’a II rodzaju. W tym celu wyznaczmy energie kine-
tyczng oraz potencjalng uktadu.

Energia kinetyczna:

1
B=3 (mazis® + maain? + myais?) (6)
Energia potencjalna:
_ 1 2 2 2
U= 5 (kl ({L’l — ZL’Q) + ]{72 ({L‘Q — [)33) + k?35(73) (7)
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Mechanika Analityczna i Drgania Drgania niettumione o wielu stopniach swobody

Roéwnania Lagrange’a II rodzaju:

mlaé'l + kl (l’l — CIZQ) =0
TTLQJ:"Q =+ ]{71 (132 — l’l) + k?Q (.%'2 — ZL’3) = 0 (8)
mgfg + ]{32 (Ig - ZEQ) + k?3l’3 =0

Roéwnania (8) wygodnie jest przedstawi¢ w postaci macierzowej Mx + Kx = 0:

my 0 0 .i’l ]{?1 —kl 0 T 0
0 mo 0 Zi'g + —k’l k‘l + ]{?2 —k'g T2 = 0 (9)
0 0 ms ﬁfg 0 —k’z k’z + k’g XT3 0

Rozwiagzania przewidujemy w postaci:
x1 = Aj sin(wt) + By cos(wt) xg = Ay sin(wt) + By cos(wt) xg = Assin(wt) + Bj cos(wt)
i1 = Ajwcos(wt) — Bywsin(wt) &9 = Asw cos(wt) — Bawsin(wt) &3 = Azw cos(wt) — Bsw sin(wt)
f:(:’l = —w2x1 £i'2 = —LUZCCQ Zi’3 = —w2m3

Po podstawieniu do réwnania macierzowego (9) otrzymujemy:

—maw? + ky —ky 0 Aj sin(wt) + By cos(wt) 0
—k; —maw? + k1 + ky —ks Ay sin(wt) + By cos(wt) | = | 0
0 —ko —maw? + ky + ks Ajz sin(wt) + Bj cos(wt) 0

(10)

Roéwnania te musza by¢ spelione dla kazdej chwili czasowej. W zwigzku z tym, jezeli
sin(wt) = 1 to cos(wt) = 0. Wéwezas z réwnania (10) otrzymujemy réwnanie macierzowe
W postaci:

—m1w2 + kl —kl 0 A1 0
—kl —m2w2 + /ﬁ + kQ —k)g A2 = 0 (11)
0 —k?g —m3w2 + /{32 + k?g A3 0
Podobnie jesli cos(wt) =1 to sin(wt) = 0. Rownanie (10) przyjmie postac:
—m1w2 -+ ]{31 —k’l 0 Bl 0
—k)l —m2w2 + lﬁ + k?g —k‘g BQ = 0 (12)
0 —l{/’g —m3w2 + k’g + ]{33 Bg 0

W dalszej czesci skoncentrujemy sie na rozwigzaniu réwnania (11). Rozwiazanie réwnania
(12) bedzie analogiczne. Niezerowe amplitudy A; z réwnania macierzowego (11) otrzyma-
my tylko wtedy, gdy wyznacznik macierzy wspotczynnikow bedzie rowny 0. Rownanie to
nazywamy rownaniem charakterystycznym.

— (m1 meo mg) w6 + (m1 ms (/ﬁ + kQ) + m1me (kz + kg) + kl meo mg) w4+
— (mo (k1 ko + k1 ks) +my (kv ko + ki ks + ko ks) + ky ko mg)w2 +kikoks =0 (13)

Rozwigzanie analityczne réwnania (13), ktore jest wielomianem 6 stopnia z wieloma pa-
rametrami nie jest tatwe. Dlatego rozwigzemy je numerycznie podstawiajac przyktadowe
dane:
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Symbol | Warto$¢ | Jednostka
my 10 [kg]
me 8 [kg]
ms 5 [kg]
k1 2000 [N /ml]
ko 1500 [N /m]
k3 1000 [N /ml]

Po podstawieniu danych i zredukowaniu réwnanie charakterystyczne przyjmie postac:
— 2w’ 42275 w* — 600000 w? 4 15000000 = 0 (14)

Rozwiazaniem takiego réwnania jest 6 liczb czysto urojonych.

wi_ = —5.2796
wiy = +5.2796
we_ = —18.9201
way = +18.9201
wy_ = —27.4163

Wi, = +27.4163

Sa to doktadnie trzy pary pierwiastkéw o tych samych wartosciach lecz przeciwnych zna-
kach. Fizyczng interpretacje maja tylko dodatnie wartosci czestosci drgan w zwigzku z tym
rozpatrujemy trzy pierwiastki rownania charakterystycznego wy, 2, 3. Dla kazdego z trzech
pierwiastkow rownania charakterystycznego istnieje rozwigzanie szczegblne w postaci:

x(t) = Ay sin(wt) + By cos(wt) (15)

Gdzie w nazywamy czestoscig drgan wtasnych. W zwiagzku z tym, ze trzy pierwiastki
dodatnie spetniaja uktad rownan rézniczkowych, catka ogdlng uktadu réwnan jest suma
rozwiazan.

x;(t) = ; (A sin(wpt) + By, cos(wnt)) (16)

Gdzie n oznacza numer pary pierwiastkow (n=1,2,3), a i to indeks wspo6trzednej uogdlnio-
nej x (i=1,2,3). W ten spos6b otrzymamy tacznie 2-3-3 = 18 niewiadomych A;, oraz B;,.
Te niewiadome zostana wyznaczone z 6 warunkow poczatkowych oraz po wyznaczeniu
form drgan (moddéw).

Formy drgan - analiza modalna

Aby wyznaczy¢ formy drgan, do réwnan rézniczkowych podstawiamy kolejne pierwiastki
roOwnania charakterystycznego.
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Pierwsza forma drgan

Zacznijmy od pierwszej pary pierwiastkow rownania tj. w; = 5.2796. Podstawmy te war-
tosé do uktadu réwnan (10). Otrzymujemy wowcezas:

1721,26  —2000 0 Ay 0
—2000 3277,01 —1500 Ay | =10
0 —1500 2360,63] | As; 0

Drugi indeks w oznaczeniu amplitud wskazuje numer wartosci wtasnej macierzy (formy
drgan) z ktora kojarzona jest ta amplituda (w tym wypadku 1). W zwiazku z tym, ze wy-
znacznik macierzy jest rowny 0, mamy do czynienia z uktadem réwnan liniowo zaleznych.
Zatem jedna z amplitud bedzie parametrem, ktéry przyjmiemy dowolnie. Niech to bedzie
Ayr = 1. Wéwezas tylko dwa réwnania sg liniowo niezalezne. Dlatego usuwamy jedno z
nich np. pierwsze.

—2000 3277,01 —1500 Al B 8
0 —1500 2360, 63 -

Pierwsza kolumne pomnozona przez 1 przenosimy na druga strone otrzymujac réwnanie:

3277,01 —1500 Ax || 2000
—1500 2360,63| | A3 | 0

Nastepnie obliczamy amplitudy As; oraz As; dowolng metoda. W tym wypadku ampli-
tudy zostana policzone przez pomnozenie lewostronnie przez macierz odwrotng macierzy
wspotczynnikéw wystepujacych przy wektorze amplitud.

l Aoy ] _ [—2000 3277,01  —1500 ]1 l 2000 ]

Az 0 —1500 2360, 63 0
Ostatecznie wektor amplitud zwiazanych z pierwszg wartoscig wlasng ma wartosé:
AH 1
Agr | = | 0.8606
Az 0.5469
Wyznaczmy wspotczynniki pierwszej postaci drgan jako stosunki amplitud:
A
pior = ~2% = 0.8606
Ap
o (17)
31
= — = 0.5469
H31 A

Drugi indeks oznacza numer formy drgan. W zwiazku z tym (n — 1) nie znanych amplitud
A mozemy obliczy¢ wg réwnania:

A21 = A11 * a1, A31 = An © 431 (18)

WspomnieliSmy, ze réwnanie macierzowe (12) ma analogiczne rozwiazanie do réwnania
(11). W zwiazku z tym spelniona jest takze zaleznosé:

Byy = By - po1,  DBsi1 = B - pan (19)
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Druga forma drgan

Postepujac analogicznie jak dla pierwszej formy drgan, tym razem do réwnania (11) pod-
stawiamy druga czesto$¢ drgan wtasnych tj. wy = 18.9201. Wyznaczone w taki sam sposéb
wspotezynniki drugiej formy drgan wynosza.

A
[l2 = A—” = —0.7899
AIQ (20)
32
=22 _ 16684
32 Ar

Ujemne wartosci wspétezynnikéw formy (postaci) drgan pige oraz uuse oznaczaja, ze w trak-
cie ruchu harmonicznego masy m;, pozostate masy msy oraz ms poruszaja si¢ przeciwnie.

Trzecia forma drgan

Trzecia czestos¢ drgan wlasnych wynosi wz = 27.4163. Dla tej czestodci otrzymujemy
wspotezynniki trzeciej formy drgan.

A
[l = A—QS = —2.7583
13 (21)
L33 = A3 _ 5 9880
Ag

Wartosci wspotezynnikow trzeciej formy drgan $wiadcza o tym, ze w trakcie ruchu z ta
formg druga masa ms przemieszcza sie przeciwnie do pozostalych o masach mq i ms.

Graficzna prezentacja form drgan

Formy drgan zostalty przedstawione graficznie w tabeli 1. Po kliknieciu na obrazek zosta-
nie wyéwietlona animacja ruchu mas z dang forma!

lOdtwarzanie animacji moze nie dziata¢ w przegladarkach internetowych. W takim wypadku nalezy
Sciggna¢ plik pdf na dysk i odtworzyé z natywnego oprogramowania do odtwarzania plikéw pdf np.
darmowego Foxit Reader.
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Forma wizualizacja wi [Y/s]

I v S v S 5,279

u o S S 15.9201

tn v 27.4163

Tabela 1: Wizualizacja form drgan

1 Calka ogélna ukladu réwnan

To z jaka forma drga uktad zalezy od warunkéw poczatkowych. Dla dowolnie przyjetych
warunkéw poczatkowych (tak jak w rozpatrywanym przypadku) wypadkowym ruchem
jest kombinacja liniowa wszystkich trzech form. Calki ogélne wg réwnania (16) po pod-
stawieniu zaleznosci (18) i (19) przyjma postaé:
x1(t) = Aqysin(wit) + By cos(wit) + Ajg sin(wat) + Big cos(wat) + Agz sin(wst) + Byz cos(wst)
i) (t) = All/ﬁgl Sil’l(u)lt) + Bll/L21 COS<W1t> + A12/L22 Sil’l(u)ﬂf) + 312/122 COS(WQt)+

+ Ajspioz sin(wst) + Bigpies cos(wst)
T3 (t) = A11/L31 Sin(wlt) + Bllﬂ/{ﬂ COS(W1t> -+ A12/L32 Sin(u)gt) —+ B12/L32 COS(Wgt>+

+ A13M33 + sin(wgt) + Blgﬂgg COS(LL)gt)

Po uwzglednieniu wspoétezynnikow form drgan, rownania przedstawiaja sie nastepujaco:

x1(t) = Aqysin(wit) + By cos(wit) + Ajg sin(wat) + Big cos(wat) + Ajz sin(wst) + Bz cos(wst)
xo(t) = 0.8606A; sin(wit) 4+ 0.8606B1; cos(wit) — 0.7899 A5 sin(wsyt) — 0.7899 B1o cos(wat)+
— 2.7583 A3 sin(wst) — 2.7583 B3 cos(wst)
x3(t) = 0.5469A;; sin(wit) 4+ 0.5469B1; cos(wit) — 1.6684 A5 sin(wsat) — 1.6684 B15 cos(wat)+
3.2882A,3 + sin(wst) + 3.2882 B3 cos(wst)
(22)

W ten sposéb pozostato do wyznaczenia 6 niewiadomych A,, oraz By, dla n=1,2.3, ktore
zostana wyznaczone z warunkow poczatkowych (5).

o = Bi1 + Bi2 + B3
0 =0.8606B;; — 0.7899B;5 — 2.7583 B3 (23)
0 =0.5469B;; — 1.6684 815 + 3.2882 B3
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lub w postaci macierzowej:

Zo 1 1 1 Bll
0| = |p21 po2 o3 By
0 p31 p32 p33] | Bai

Po zrézniczkowaniu réwnan (22) i podstawieniu warunkéw poczatkowych (5) dotyczacych
predkosci otrzymujemy.

0= Allwl + Alng + Algwg

0= 0.8606A11Cd1 — 0.78991412&)2 — 2.75831413&)3 (24)
0= 0.54691411001 — 1.6684312&)2 + 3.2882313W3
lub w postaci macierzowej:
0 1 1 1 An
O = |po1wr  foows  fio3ws3 Ao
0 Haiwr  Paaws  fazws| | Asi
Po rozwiazaniu uktadéw réownan (23) oraz (24) otrzymujemy szukane amplitudy.
AH - 0
A12 = 0
A13 - O
B, = 0574z, (25)
Blg = 0.3459 i
Bis = 0.08005 xg

Po uwzglednieniu obliczonych statych, réwnania ruchu przedstawiaja si¢ nastepujaco:
x1(t) = 0.574 2o cos(wit) + 0.3459 xq cos(wat) 4+ 0.08005 g cos(wst)
xo(t) = 0.494 zg cos(wyt) — 0.2732 xy cos(wat) — 0.2208 x cos(wst)
x3(t) = 0.3139 2o cos(wit) — 0.5771 xy cos(wat) + 0.2632 x5 cos(wst)

(26)

Przebiegi czasowe

Przebiegi czasowe na podstawie analitycznego rozwiazania i numerycznego przedstawione
sa na rysunku 2. Do numerycznego rozwigzania réwnan rézniczkowych (8) wykorzystano
metode Rungego Kutty IV rzedu. Przyjeto, ze mase pierwszg wychylono o xg = 1m.

1 1 15

0.5 0.5
0.5
£ 0 £ 0 £ 0
— ~ ™
< < <
-0.5
-0.5 -0.5

analitycznie
numerycznie

analitycznie
. numerycznie

analitycznie
. numerycznie

0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6

t[s]

(a) 1(t)

t[s]

(b) 2a(t)

t[s]

(c) 3(t)

Rysunek 2: Przebiegi czasowe uzyskane droga analityczna i numeryczna
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Ponizej przedstawiono animacj¢ pokazujaca ruch mas na skutek przemieszczenia masy
pierwszej o jeden metr.

__ I - - I W
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