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MECHANIKA ANALITYCZNA I DRGANIA Drgania swobodne ttumione

Przyktad: \

Wyznacz réwnanie ruchu belki wspartej uktadem sprezysto-tlumiacym, okresl czestoéé drgan
ttumionych oraz liczbe ttumienia. Przyjmij warunki poczatkowe: ¢(0) = 55, $(0) = 0
Dane:

m = 2kg

k = 60002
b=10%s
l=1m

Szukane: wy, &, ¢(t)

Rozwigzanie:

Podstawa analizy dynamicznej sg réwnania rézniczkowe. Na podstawie drugiej zasady dynami-
ki Newtona lub réwnan Lagrange’a II rodzaju wyznaczamy rézniczkowe réwnanie ruchu tego
ukladu. Rozwiazaniem jest réwnanie:

1
mi%p 4 Zblch + k=0 /:mi? (1)
Po podzieleniu przez ml? otrzymamy prostsza forme réwnania w postaci:
b+ 200 +wip =0 (2)
gdzie:
wo = \/% - czestosé drgan nietlumionych
b

B = &m - wspotczynnik ttumienia

Poszukajmy rozwiagzania w postaci:
p = Ae™ (3)

Obliczajac kolejne pochodne ¢ = rAe™, $ = r? Ae™ i podstawiajac do réwnania (2) otrzymamy:
(r*+26r+wj) A=0 (4)

Jedno z rozwiazan réwnania (4) jest rozwiazanie trywialne A = 0 gdzie uklad znajduje sie¢ w
spoczynku. Aby znaleZ¢ rozwiazanie nietrywialne gdzie odbywa sie ruch, nalezy nawias przy A
przyrownaé do 0. Réwnanie to nazywamy rownaniem charakterystycznym:

24+ 26r +wi=0 (5)
Wyznaczmy pierwiastki tego réwnania:
A = 48% — 44}
Zwykle 8 << wp 1 wowczas mowimy o drganiach podkrytycznych, w ktorych oscylacje powoli

zanikaja. W przypadku gdy 8 = wq lub 8 > wy méwimy o drganiach odpowiednio krytycznych
i nadkrytycznych. W takim wypadku nie wystepuja oscylacje, i uktad aperiodycznie zmierza do
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polozenia réwnowagi. Rozwazmy przypadek drgan podkrytycznych, a wiec 8 < wg. W takiej
sytuacji A < 01 v/A bedzie liczba urojona.

VA = /-4 (w2 - B2) = i24/w? — B2

Pierwiastkami rownania charakterystycznego sa:

A\ KL PN ey S (6)
— 9. /w2 —
r="PERIN gyl =—p @

OtrzymaliSmy pare pierwiastkéw zespolonych 71 i ro. W powyzszych rownaniach wprowadzono
oznaczenie w; = \/W . Warto$¢ te nazywamy czestoécia drgan ttumionych. Skoro mamy
dwa rozwigzanie to rozwigzaniem ogélnym réwnania jednorodnego (1) jest suma rozwiazan (3)
odpowiednio dla r = ry oraz r = ra:

o = APt 4 A, e(—Btiwt (8)
Po zredukowaniu mozna zapisac:
© = e P (A; sin(wyt) + Ay cos(wyt)) (9)

State A; 1 Ay wyznaczymy z warunkéw poczatkowych. Musimy mie¢ jednak réwnanie predkosci,
ktére otrzymamy po zrézniczkowaniu réwnania (9)

p=—Be P (Aq sin(wet) + A cos(wyt)) + e~ Pt (Ajwy cos(wit) — Aswy sin(wst)) (10)

Podstawmy warunki poczatkowe ¢(0) = 55 i ¢(0) = 0 do réwnan (9) i (10).

0
A 11
Ly (11)
0= _/8142 + Alwt (12)
Stad:
08
= —— 1
T (13)
m
Ay = — 14
)= o (14)
Stad ostatecznie rozwiazanie w postaci:
p(t) = T et ) sin(wyt) + cos(wet) (15)
36 Wt

Liczba tlumienia ¢&:

Liczba tlumienia (bezwymiarowy wspdlczynnik tlumienia) € (czyt. ksi) dla drgan podkrytycz-
nych zawiera si¢ w przedziale 0 < £ < 1. W przypadku wartosci 1 méwimy o ttumieniu krytycz-
nym, a gdy przyjmuje warto$¢ 0 to mamy do czynienia z drganiami niettumionymi. Wartosci
powyzej 1 oznaczaja drgania nadkrytyczne. Wyznaczamy ja ze wzoru:

g= L2 (16)
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b m b
=/~ =—— 0,011 17
¢ 8m\ k 8Vkm (17)

Wartosé £ nieprzekraczajaca 0,02 uznawana jest za stabe tlumienie.

Przyktad drgan wymuszonych:

Wyznacz ogélne rownanie ruchu oraz charakterystyki amplitudowo-czestotliwo$ciowa oraz fazowo-
czestotliwodciowa ukladu ttumionego pokazanego na rysunku wymuszanego silg harmoniczna.
Przyjmij zerowe warunki poczatkowe tj. ©(0) = ¢ = 0.

Dane:

m = 2kg
Fosin(vt) k = 60002

b=10%s
b & ﬂ k k I=1m

Fo = 20N
Szukane: ¢(t), |B(v)|, #(v)

21 1 1

Rozwigzanie:
Na poczatku nalezy wyznaczyé rézniczkowe réwnanie ruchu uktadu (model matematyczny).
Korzystajac z rownania Lagrange’a I rodzaju, réwnanie bedzie mialo postac:

Jp + 4bl2p + 9kl%p = 2Fyl sin(vt) (18)

gdzie: J = %le. Dzielac obustronnie réwnanie przez J otrzymamy:

@+ 2B¢ + wie = fosin(vt) (19)
gdzie:
8 = %%, wy = %%, 0 = %% Calka ogélng réwnania niejednorodnego jest suma catki

ogoblnej réwnania jednorodnego i calki szczegélnej réwnania niejednorodnego.

@(t) = @o(t) + s (t) (20)

Catke ogélna réwnania jednorodnego ¢, rozwiazujemy tak jak w poprzednim przykladzie i
rozwiazaniem bedzie réwnanie (9). Calke szczegdlng natomiast rozwiazujemy metoda przewi-
dywan. Poszukujemy rozwigzania w postaci trygonometryczne;j:

ps(t) = Bsin(vt) + C cos(vt) (21)

lub w postaci zespolonej: .
@s(t) = Be™* (22)

Decydujemy sie na podejscie z funkcja zespolona. Zastosowanie funkcji zespolonej ma wiele
korzysci. Przede wszystkim jest prostsze w zapisie, zwlaszcza podczas rézniczkowania. Przed
podstawieniem rozwigzania szczegdlnego do réwnania niejednorodnego (19) wyraZzmy prawa
strong réwnania fosin(vt) jako funkcje foet?t.

s + 2605 + wips = foe™! (23)
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Czytajacy z uwaga stusznie moga zaprotestowad, ze takie podstawienie jest bezprawne, bowiem
funkcje te nie sa tozsamosciowe, gdyz

et = cos(vt) + isin(vt) # sin(vt) (24)

Przymknijmy na chwile na to oko. Naprawimy swéj blad p6Zniej. ( Tak robig fizycy, matema-
tykéw przepraszamy ). Zrézniczkujmy dwukrotnie proponowane rozwiazanie szczegélne (22):

Gs(t) = Be™t,  (4(t) = iBre™t, ,(t) = —Bre™
i podstawmy do réwnania (23)
B 2 llJt + 22/83611/75 + w zut fOe (25)
(-2 + 226 +wd) B = fo (26)
Stad mozemy wyznaczy¢ zespolona amplitude B w postaci kanonicznej:

= Jo
B(y) =
@) —v2 4+ 4i20v + W

(27)

Amplituda jest liczba zespolong, z ktérej mozemy wyodrebni¢ cze$é¢ rzeczywista i urojona po-
przez pomnozenie licznika i mianownika przez sprzezenie mianownika.

- fo wd —v? —i20v fo (w8 - VQ) . 2 foBv

B(v) = - . - = = {} 28
) wi— v +i2fy Wi —v? =28 (W2 —12)° 448202 (w? —12)° + 4622 @)

Dla uproszczenia zapisu przyjmijmy funkcje v(v) jak ponizej:

2(v) = & (29)

(W — 1v2)? + 4822

Cze$é rzeczywista i urojona amplitudy (28) zapiszemy wéwczas:

Re(B) = (w§ —v*)y(v)

Im(B) = —20vy(v) (30)

Amplitude zespolona (28) po zastosowaniu podstawienia (29) mozemy przedstawi¢ w postaci
algebraicznej (kanonicznej):

B(v) = (w§ — v*)y —i26vy (31)
lub w postaci trygonometrycznej: R _
B(v) = |B| ™ (32)
gdzie:
Im(B 2 — 02
¢ = arctan m( ~) = arctan (_wo v > (33)
Re(B) 2pv

Jo
\/(wg - V2)2 + 43212

Modul amplitudy |B| mozna takze policzy¢ jako modul zespolonej amplitudy (27) korzystajac

z wlasnoéci, ze modutl ilorazu liczb zespolonych jest ilorazem modutéw liczb zespolonych tj.
21

1Bl = \/Re(B)? + Im(B)? = v(v)y/ (wF — v2)? + 4522 = (34)

|.fol _ fo
w§ =2 +i20v] /(w2 — 12)2 + 4522

|B| = (35)
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Skoro znamy amplitude drgan, to podstawmy ja w postaci trygonometrycznej (32) do rozwia-
zania szczegdlnego (22): o _
Bal(t) = |Ble'e™ = |Blei0*+) (36)

W tym momencie naprawimy nasz btad. Skoro wymuszeniem byta tylko cze$é urojona naszego
wymuszenia zespolonego ¢!, to interesuje nas tylko urojona czeéé rozwigzania zespolonego, a
wiec ostatecznie rozwiazaniem szczegdlnym bedzie:

s(t) = |B|sin(vt + @) (37)

Warto zauwazy¢, ze kat ¢ przyjmie warto$é¢ ujemna, co wynika z réwnania (33). Oznacza to, ze
odpowiedz uktadu bedzie op6zniona w fazie w stosunku do wymuszenia. Ostatecznie, zapiszmy
caltke ogdlna réwnania niejednorodnego zgodnie z (20) podstawiajac réwnania za caltke ogdlna
réwnania jednorodnego funkcje (9) a za calke szczegblnag réwnania niejednorodnego funkcje
(37).

©(t) = e Pt (A sin(wyt) + Ay cos(wyt)) + |B|sin(vt + ¢) (38)
State A; 1 Ay wyznaczymy z warunkow poczatkowych. Potrzebujemy jednak rownania predkosci

katowej, ktére uzyskamy rézniczkujac (38).

@(t) = —Be Pt (Ay sin(wyt) + Ag cos(wet))+e Pt (Arw; cos(wet) — Agwy sin(wyt))+|B|v cos(vt+¢)
(39)
Podstawiajac zerowe warunki poczatkowe do powyzszych réwnan otrzymujemy uktad réwnan.

0 = A
4
{o —  _BAy+ A+ By (E0)
Dzieki czemu otrzymujemy amplitudy:
A, = Bl
Wt 41
(v, (41)

Warto zwroci¢ uwage, ze mimo zerowych warunkéw poczatkowych state A; 1 As weale nie musza,
by¢ rowne 0. Ostateczne rozwigzanie po podstawieniu staltych:

_ |Blv

o(t) o e Ptsin(wit) + |B|sin(vt + ¢) (42)

- drgania wymuszone
drgania wlasne

Warto wspomnieé, ze przy analizie drgan wymuszonych czesto pomijamy drgania wtasne, ponie-
waz po pewnym czasie ich skutek zanika. Dla ¢ — oo w rozwiazaniu pozostanie tylko odpowiedz

\ukladu na wymuszenie (rozwigzanie szczegdlne). /

/ 1 Zadanie

Wyznacz réwnanie ruchu belki wspartej uktadem sprezysto-tlumiacym, okresl czestosé drgan
ttumionych oraz liczbe ttumienia. Przyjmij warunki poczatkowe: ¢(0) = ¢, »(0) =0
Dane: m, k,b,l

Szukane: wy, &, p(t)

\_ J

dr inz. Sebastian Pakuta — AGH WIMIR Strona 6 \ 8



MECHANIKA ANALITYCZNA I DRGANIA Drgania swobodne ttumione

(2 Zadanie \

Wyznacz réwnanie ruchu belki wraz z ladunkiem o masie 4m wspartej ukladem sprezysto-
tlumiacym, okresl czestosé drgan tlumionych oraz liczbe ttumienia. ¢(0) = 0,$(0) = Qo

Dane: m, k, b,
Szukane: wy, &, ¢(t)

Y2l

4m

N\ J
(3 Zadanie \

Wyznacz ogdlne réwnanie ruchu belki obcigzonej tadunkiem o masie 4m pobudzanej na kon-
cu sila harmoniczng. Wyznacz ponadto charakterystyki amplitudowo-czestotliwosciowe oraz
fazowo-czestotliwoéciowe. Przyjmij niewielkie drgania oraz nastepujace warunki poczatkowe

(p(O) = %,LL’(O) = o

Dane: m, k, b, Fy,l,v
Szukane: ¢(t),

charakterystyki: A(v), ¢(v)
Vel

A
4

4m iFosin(vt)
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(4 Zadanie \

Wyznacz ogélne réwnanie ruchu plyty o masie 6m poltozonej na dwédch krazkach o masach m,
pobudzanej sitg harmoniczng. Wyznacz charakterystyki amplitudowo-czestotliwoSciowe oraz
fazowo-czestotliwosciowe. Przyjmij toczenie bez poslizgu oraz nastepujace warunki poczatkowe
2(0) = 0,2(0) = vg

Dane: m, k,b, Fy,r,v

Szukane: z(t),
Fosin(vt) . k | charakterystyki: A(v), ¢(v)
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