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4 Wprowadzenie h

Roéwnania Lagrange’a II rodzaju:

Gdy rozpatrywany jest uklad punktéw materialnych o wiezach holonomicznych, réwnanie Lagran-
ge’a I rodzaju mozna przedstawi¢ wg nastepujacego wzoru:

d (0L oL 0D
dt (5%)  Oq; * oq; @i L

gdzie:
o [ =F — U - wspélrzedne wyjsSciowe

e ¢, q - predkosé i wspodirzedna uogdlniona

e F - energia kinetyczna (np. F = mTq'r2 I .]2¢2

)
e U - energia potencjalna (np. U = $kq? + mgq)

e D - funkcja dyssypacji energii (np. D = $b¢?)
Korzystajac z wlasnodci, ze energia potencjalna nigdy nie zalezy od predkosci uogélnionej (tj.

%—g = 0), réwnanie Lagrange’a mozna zapisa¢ takze w innej (wygodniejszej do obliczen) postaci.

d (OE 70E+8U+E)D7Ql @)
dt \ 9¢; dq;  0q;  O¢ '
Sity uogélnione otrzymujemy z réwnania pracy wirtualnej:
oW = Q10q1 + Q20¢ (3)

Sita uogdlniona wiec nazywamy wszystko to co wykonuje prace na przesunieciu przygotowanym
wyrazonym we wspolrzednej uogdlnione;.

dr inz. Sebastian Pakuta — AGH WIMIR Strona 2 \ 9



MECHANIKA ANALITYCZNA I DRGANIA Réwnania Lagrange’a I rodzaju

~

Przyktad 1:

Wyznacz rézniczkowe réwnania ruchu przedstawionego ukladu, korzystajac z réwnan Lagran-

ge’a IT rodzaju.
Dane:

my, Mg, k1, k2, ¢, a1,br,az,ba

F: )

b:

P(t)

Rozwigzanie:

Zajmijmy sie najpierw kinematyka. Oznaczmy uktady wspétrzednych opisujacych ruch poszcze-
gélnych bryt w ukladzie. W tym wypadku mamy dwie bryly (prety) poruszajace sie ruchem
obrotowym. WprowadZmy wspoélrzedne o1 oraz o oraz odpowiednie przemieszczenia liniowe.
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Momenty bezwladno$ci:

1
,,,,,,,,,, J1 = -my(ag +by)?

Y 3

1
Jo = §m2(a2 + by)?

Roéwnania wiezéw: brak
Wspoélrzedne uogdlnione:

s = 2 - stopnie swobody

S
*x«.
o
\J

@i(ai+b) I{Z P t
oA Y a = {p1, 2}
1 [ @e(ath:)
;
Zapiszmy rownania energii.
Energia kinetyczna E:
1 1.
E =S h¢t + 5005 (4)
Energia potencjalna U:
1 2 1 2
U= ikl(cplal) + ikg((pl(al + bl) + QDQ((IQ + bg)) (5)

Uwaga! Energia potencjalna sprezystosci zalezy od kwadratu odksztalcenia sprezyny. W tym
wypadku odksztalcenie sprezyny ko sklada sie z sumy przemieszczen obydwu koncow. Jesli
zalozymy niewielkie obroty pretéw (bo sprezyny sa zwykle sztywne), to mozemy zaniedbaé
energie pola grawitacyjnego.

Funkcja dyssypacji energii D:
1,
D= 56(%02@2)2 (6)

Sila uogdlniona Q:

Aby wyznaczy¢ sily uogdlnione musimy najpierw zapisaé¢ réwnanie pracy wirtualnej od sit
niepotencjalnych (te ktére nie maja pola potencjalnego tj. sily grawitacji i sprezystosci). W
pracy wirtualnej takze nie uwzgledniamy tutaj sity ttumienia, gdyz jej praca jest juz ujeta w
funkcji dyssypacji energii D.

SW = P(t)(as + b2)dp2 + 0691 — Q1 = 0,Qo = P(t)(as + by) (7)

Zobacz (3).
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Pochodne:

Od razu wykonujemy pochodne po obu wspélrzednych (i predkosciach) uogélnionych.
8 .
= Jipn oE  _

E
a .1 —_— -
d ( 8E¢) i@ 052 J2p2
dt \ 941 ) — ¥ L (a—.E = Jops
gfl =0 “ BLP;E = 0
ggl = kiaier+ ke (pr(ar +b1)+ o7 ; ka(ag + b2) (p1(a1 + b1) + w2(az + b))
+pa(ag + b2)) (a1 + b1) ¥ .
oD = 0 64102 - Ca2902

0¢1
Ostatecznie, podstawiajac pochodne do wzoru (2), otrzymujemy dwa réwnania rézniczkowe
drugiego rzedu sprzezonych ze soba.

{ J1p1 + kraier + ko (p1(a1 + b1) + pa(az + b2)) (a1 +b1) = 0 ®)
Japa + ka(az + b2) (¢1(a1 + b1) + @2(az + b2)) + ca3py = P(t)(az + b2) /

N\
/ 1 Zadanie \

Szpulka o masie m, promieniu bezwladnosci p oraz o promieniach odpowiednio r i R, moze
porusza¢ sie¢ w kierunku pionowym oraz wykonywaé niewielkie obroty. Na zewnetrznym i we-
wnetrznym promieniu szpulki nawiniete sa sprezyste ciggna o sztywnosci k. Wyznacz réwnania
rézniczkowe ruchu, tego uktadu wykorzystujac réwnania Lagrange’a II rodzaju. Przyjmij, ze
szpulka obcigzona jest dodatkowo momentem M.

Podpowiedz:
e Zalozy¢ niewielkie obroty

e Zaniedbaé ruch poziomy
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(2 Zadanie \

Bezmasowa dZzwignia, ktérej koniec przemieszcza sie wg réwnania u(t) = Asin(wt) wprawia w
ruch szpule o promieniach 7 i R. Z lewej strony z zewnegtrznego promienia odchodzi nierozcia-
gliwe ciggno, natomiast z prawej wiotkie ciegno o sztywnosci kj.
Podpowiedz:
e Zalozy¢ niewielkie obroty

e Zaniedbaé ruch poziomy

‘u{t}#sin(wt}

e Nie rozpatrujemy dynamiki
dzwigni

N\ J
~

(3 Zadanie

Na jarzmo o masie m; oddzialuje zmienna sita F(t). Jarzmo jest zazebione z krazkiem o masie
mo i promieniu r. Do krazka przyspawano pret o masie mg i dlugosci [, na koncu ktérego za-
montowano ttumik o wspoélczynniku ttumienia b. Wyznacz réwnanie ruchu takiego uktadu.

Podpowieds:
e Zalozyé niewielkie prze-
mieszczenia
y'- () e Konce sprezyn przymocowa-
ne sg do krazka

\ Y
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/4 Zadanie \

Masa m; wsparta na réwni pochylej o kacie a, spoczywa na uktadzie sprezysto-ttumigcym o
wspotczynnikach &y i b. Jest ona polaczona z uktadem krazkéw za pomoca nierozciaggliwego i
niewazkiego ciegna. Krazek o masie mg i promieniu r porusza si¢ ruchem plaskim, a jego $rodek
jest polaczony ze sprezyng o sztywnosci ko. Wyznacz dynamiczne rownanie ruchu tego uktadu.

N\ J
/5 Zadanie \

Dwie plyty o masie m; i msy zamocowane sprezy$cie do Sciany, przemieszczaja sie rownolegle
wzgledem siebie za pomocy jednakowych krazkéw o masie mg i promieniu r. Miedzy krazkami
zainstalowano ttumik o wspélczynniku ttumienia b. Wyznacz, dynamiczne rownania ruchu te-
go uktadu, zakladajac, ze na gérna z plyt oddzialuje zmienna sita F'(t). Tarcie dolnej plyty o
podtoze pomingc.
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/6 Zadanie \

Rame o masie m; i bokach a, b zamocowano przegubowo w jednym z jej naroznikéw. Do gérnego
rogu ramy za pomocy sprezyny kj zamocowano blok o masie mo. Rame dodatkowo wsparto
sprezyscie za pomoca sprezyny ko zamocowanej w lewym dolnym rogu ramy. Wyznacz réwnania
ruchu tego uktadu.

Podpowiedz:
Rame potraktuj jako potaczone
a belki.
ki - F()
m: E - Y
m: b
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(7 Zadanie \

Zadanie Domowe: Na rysunku przedstawiono schemat przekladni planetarnej. Wal 1 jest
napedzany przy pomocy momentu M;. Oblicz przyspieszenia walu wejSciowego 1 oraz waltu
wyjsciowego 5 jesli jest on obcigzony momentem Ms.

lM\

Dane:
I =4 [kg-m? dy=11 [cm]
Iy=15 [kg-m? dz3=4 [cm]
In=7 [kg-m* di=6 [em]
Is =25 [kg-m? ds=13 [cm)]
mgzq = 10 [kg]
}
]
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