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MECHANIKA ANALITYCZNA I DRGANIA Roéwnania Lagrange’a I rodzaju

é Wprowadzenie h
Roéwnania Lagrange’a I rodzaju:
Gdy rozpatrywany jest uklad punktéw materialnych o wiezach holonomicznych, réwnanie Lagran-
ge’a I rodzaju mozna przedstawi¢ wg nastepujacego wzoru:
n k
o0f;
Z ZF+B+ZAja—qi - 6gi =0 (1)
=1 7
gdzie: q = {q1, g2, ..., qn } - wspOlrzedne wyjsciowe.
Roéwnanie to wyglada podobnie do réwnania d’Alemberta, jednak dodajemy tutaj czynniki (z A;)
zwiazane z wystepowaniem k wiezéw (oznaczanych réwnaniami f) pomiedzy n wspélrzednymi
wyjéciowymi (np. wspélrzedne $rodkéw mas i katy obrotu bryl) w lokalnych ukladach wspél-
rzednych. W odréznieniu jednak od réwnan d’Alemberta, nie bedziemy redukowali zapisu do s
niezaleznych réwnan. Bedziemy za to rozpatrywaé n réwnan (czyli wiecej) wynikajacych z przy-
réwnania wyrazen wykonujacych prace na przesunieciach przygotowanych dq; do zera. Wowczas
i-te réwnanie przyjmuje postac:
k
OFf
SEA+Bi=-Y ) J; (2)
- Jq;
J
gdzie: F; - i-ta skladowa sily zewnetrznej, B; = —m;q; - i-ta sktadowa sity bezwladnosci. Osta-
tecznie rownanie Lagrange’a I rodzaju mozna przestawi¢ w nastepujacej formie:
k
. of;
; 4qi
Obliczajac k wspétczynnikéw Lagrange’a A; (dla j = 0,1, ..., k) mozemy wyznaczy¢ oddziatywania
sil reakcji na konkretny ”i-ty” ruch.
k of
J— 24T
Ri= Z A 0¢; )
J=1
Réwnanie Lagrange’a I rodzaju dla ztozonych ukladéw wygodnie jest przedstawia¢ w formie ma-
cierzowej:
Mg=F +ATX (5)
gdzie:
e M - macierz mas
o F - wektor sit
e A - macierz wiezow - wektor sit
e )\ - wektor mnoznikéw Lagrange’a
. J
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Przyktad 1: \

Dwa punkty potaczone sa nierozciagliwa nicia o dtugosci I przeciagnieta przez gtadki bezmasowy
krazek. Wyznacz wartosci sit reakcji wiezéw. Zastosuj réwnania Lagrange’a I rodzaju.
Dane: my, mo,g,l

Rozwigzanie:
Wektorem wspoltrzednych opisujacych jest polozenie punktéw materialnych w ukladzie jest
q = z1,22 Zacznijmy od zapisania rownania wiezu. Linka ma stala dlugosé, zatem mozemy
zapisac:

f1:$1+$2—l:0 (6)

Reakcje wiezdéw wyznaczymy z zaleznosci (4).

R, = Algii:M )
Ry = n3h=X\

Reakcje w obu linkach sa wiec jednakowe, co jest zgodne z nasza intuicja, skoro krazek jest
bezmesowy (wypadkowy moment sit oddzialujacych na krazek wzgledem jego osi powinien byé
réwny 0). W celu wyznaczenia mnoznika Lagrange’a, napiszemy réwnania Lagrange’a I rodzaju
wg (3):
miE = mig+ Mgk =mig+ X\ (8)
maZa = mag+ )\1% =mag + A1

Rézniczkujac dwukrotnie rownanie wiezdéw otrzymamy & = —Zo. Po podstawieniu do powyz-
szego uktadu réwnan i odejmujac stronami otrzymamy:

xl(ml + mg)
2

mp —m
(mllmg 2)9 (9)
m1+m2'g

Podstawiajac &; do pierwszego z réwnan (8) obliczmy A;:

2
A\ = _Mg_ (10)

my + ma
Zatem wartosci sit reakcji linek sg rowne:

2mimeo
Ri=Ry=——""-—"—"— 11
! 2 mq —i—mgg ( )
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Roéwnania Lagrange’a I rodzaju

Przyktad 2:

Rozwigzanie:

RN

Jlil.)l

Ji,R

Zauwazmy, ze gdy masy sg jednakowe mj; = meo, to sila reakcji jest réwna ciezarowi mig, a
zwrot sily jest skierowany przeciwnie do zwrotu osi, odpowiednio 1 i xs.

Wyznacz réwnania ruchu oraz sity reakcji w linkach, korzystajac z rownan Lagrange’a I rodzaju.

Poczatkowo postepujemy tak samo jak w réwnaniach d’Alemberta. Obierzmy uklady wspél-
rzednych okreslajacych potozenie wszystkich bryt w uktadzie. Rozpiszmy sily jakie dziataja na
nasz uktad oraz zapiszmy réwnania wigzdw.

Zapiszmy dla poréwnania réwnanie d’Alemberta, uwzgledniajace prace wirtualng sit czynnych
oraz sit bezwladnoéci. Do sit czynnych zaliczamy tutaj takze sile tarcia.

(=m3; — T —mgsina)dxy + (M — J1$1)dp1 — JoPodpo = 0

Dane: m, Jy, J1,7, R, a,

Sila tarcia:

Wynika z réwnania sit tarcia Coulomba.
T = pumgcos o
Réwnania wiezow:

1’1 = — jl =

por =

Por
Pog

wor
R —¢1 =

Mnozenie przez mnozniki Lagrange’a:

fi: x1—por = 0 /(-\)
fa: wor—@iR = 0 /(-X2)
Otrzymujemy:
A1T1 — AMiTo = 0
)\27’(,00 — AgR(pl = 0

(13)
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Uwzgledniajac dodatkowo sily reakcji wiezéw, réwnanie Lagrange’a I rodzaju wg réwnania (1)
bedzie wyglada¢ nastepujaco:

(—miy — T —mgsina+X;)dxy + (M — Jip1 —AaR)dp1 + (—JoPo —A17r + Aar)dpo = 0 (14)
~— —— —_————

R Rtpl R%’O

it

Silty R.,, Ry, , Ry, stanowig zredukowane sity reakcji wigzéw, wykonujacych prace na przesu-
nigciach odpowiednio dx1, dp1 oraz dpg. Kazdy z nawiaséw mnozonych przez przesuniecia przy-
gotowane przyréwnujemy do zera. W odrdznieniu od rownania d’Alemberta, przemieszczenia
wirtualne tutaj nie sa niezalezne. Za to wprowadzone mnozniki Lagrange’a w (14) uwzgled-
niaja te zalezno$¢ i stad mozemy je potraktowac jako ”niezalezne”. Otrzymujemy finalnie trzy
rownania:

—mi; — T —mgsina = —)\;
M—-J1p1 = MR (15)
*Jogéo = )\17” — )\27'

Jest to uklad trzech réwnan z 5 niewiadomymi (wliczajac A; oraz \y). Uwzgledniajac dodatko-
wo dwa réwnania wiezéw (12), mozemy wyznaczy¢ wszystkie niewiadome. Podstawmy zatem
réwnania wiezéw (12) do ukladu réwnan (15).

—m@oer — 1T —mgsina = —)\;
M—Jlgbo% =S )\QR /R (16)
Jo(,bo = /\1’/‘ — )\2’/‘ / T
—m@er — 1T —mgsina = —)\;
M% —J RLisDO = A (17)
JO;SD() = A1— XA
Dodajmy nastepnie wszystkie réwnania stronami aby wyrugowa¢ niewiadome A oraz Ao.
por — T ina+ M2 — Ji o+ Joigo = 0 (18)
—mypor — T —mgsina - —J—= =
1¥0 g R 12 %0 Or@O
Po uporzadkowaniu
D +J ! Ji ! ina+ M L (19)
r{m — — Jo—= | = —pmgcosa — mgsina —
%0 1 p2 032 pwmg g R
Ostatecznie obliczamy ¢g:
. —pumgcosa —mgsina + ML
vo = i (20)

r(m—&-Jl% —JOT%)

Pozostale przyspieszenia mozemy wyznaczy¢ z réwnan wiezéw (12), a mnozniki Lagrange’a (A
i A2) z ukladu réwnan (15).

—pumg cos a—mgsin a+M L .
A = m (B o gJ I L + pgcosa+ gsina
m+ 172 Y072 (21)
—pmg cos a—mgsin a+M L
Ay = Mg—-J = 8

mR24+J,—Jo =

Majac wartosci mnoznikéw Lagrange’a, mozemy obliczy¢ wypadkowe wartodci sit (lub momen-
tow sil) reakcji wiezéw (4).

Roéwnania Lagrange’a I rodzaju

Rl = )\1
R2 = 7A17‘ + )\27’ (22)
R: = —X\R
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Pierwsza sitla R; oznacza sile naciagu liny ciggnacej ciezarek o masie m. Ry jest wypadkowym
momentem sily od lin po obu stronach krazka. R3 jest momentem sily naciggu liny oddziatu-
jacej na beben - jest to warto$¢ ujemng poniewaz stanowi obciazenie dla bebna napedzanego
momentem M. Scidlej moéwiac, moment reakcji liny jest skierowany przeciwnie do uktadu wspoél-
rzednych ¢;. Warto zwréci¢ uwage, ze mnozniki Lagrange’a stanowia tutaj site reakcji wiezow
tj.: A1 - sila napiecia liny ciagnacej mase; Ao - sita napiecia liny nawijanej na beben. Nie jest to

\jednak regula. /
/1 Zadanie \

Wyznacz przyspieszenie plyty o masie M oraz sily reakcji wiezow przy zastosowaniu réwnan
Lagrange’a I rodzaju.

L " ] @
\ J

/2 Zadanie \

Wyznacz przyspieszenie plyty o masie 2m polaczonej z mechanizmem jak na rysunku. Zastosuj
réwnania Lagrange’a I rodzaju. p - promien bezwladnoéci szpuli (J = mp?).

N\ J
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(3 Zadanie \

Maszyna wibracyjna napedza niewywazony wirnik o masie m ze stalym momentem sity M.
Znajac centralny moment bezwtadnosci wirnika J oraz promien niewywazenia e, wyznacz skta-
dowe sit reakcji oddzialujacej na lozysko. Zastosuj réwnania Lagrange’a I rodzaju.

N\ J
(4 Zadanie \

Wahadlo zwieksza dtugosé swojego ciggna w sposéb jednostajny. Korzystajac z rownan Lagran-
ge’a I rodzaju, wyznacz warto$¢ sity reakcji liny w funkcji kata .

w=const
N

s + (Qwrp +1p) tg o + 1) )

\Odp.R:m(
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