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Wiezy i zasada prac wirtualnych

-

Wprowadzenie

\

Przesuniecie przygotowane (wirtualne):

Jest to inaczej kazde dowolne mozliwe przemieszczenie z wiezami, ktére sa w danej chwili zamro-
zone (nie zmieniaja sie w czasie). Jesli polozenie punktu oznaczymy wektorem 7 to przesuniecie
przygotowane oznaczamy symbolem §7°

Praca przygotowana: .
Pracg przygotowana (wirutalng) 6W sily F nazywamy iloczyn tej sily i przesuniecia przygotowa-
nego or.

Zasada prac przygotowanych:

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym do zachowania réwnowagi punktéw materialnych jest
to, aby suma prac przygotowanych wszystkich sit oraz reakcji wiezéw wynosita zero dla dowolnych
przemieszczen przygotowanych (wirtualnych) ukltadu.

Jesli mamy do czynienia z wigzami idealnymi, to praca przygotowana sit reakcji takich wiezow jest
zawsze réwna 0.

Wiezy stanowia ograniczenia dla poruszajacych si¢ cial. Wiedzy mozemy podzieli¢ wg nastepuja-
cych kryteriow:
1. geometryczne (holonomiczne) i kinematyczne (nieholonomiczne, niecatkowalne)

2. skleronomiczne (niezalezne jawnie od czasu) i reonomiczne (zalezne od czasu)

W ukladach mechanicznych o wiezach wytacznie skleronomicznych, przemieszczenia wirtualne
(przygotowane) sa takie same jak przemieszczenia rzeczywiste. W takich ukladach zasade prac
przygotowanych mozemy zastapi¢ zasadg mocy chwilowych bowiem dr ~ 7.

\-

~

Przyktady:
Przyktad 1

Zapisz réwnanie wiezow punktu, ktérego ruch ograniczony jest sfera o zmieniajacym sie w czasie
promieniu R(t). Wyznacz zalezno$ci przemieszczen rzeczywistych i wirtualnych.

Rozwigzanie:

4 Rzeczywiste Wirtualne
2+y°+22—Rt)?=0 [2>+y*+22—R()’=0
20d + 2yy + 222 —2RR =0 | 2xdx + 2ydy + 220z =0

xdx + ydy + zdz = RdR xdr + yoy + 262 =0
y dr = +/dz? + dy? + dz? or = /022 + 6y2 + 622
- dr # or

Przyktad 2

Zapisz réwnania wiezéw ukltadu punktéw materialnych, ktére pozostaja wzgledem siebie w
stalej odlegtosci. Odlegltos¢ miedzy punktami 1 i 2 wynosi /1, miedzy punktami 2 i 3 I, a
miedzy punktami 1 i 3 [3. Okresl liczbe swobody takiego uktadu.
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Rozwiazanie:
Réwnania wiezbw:
XZ’yZ'ZZ)
1 = (@—n1)’+@—n)i’+(2—2)’-5=0
foo = (a—x3)>+(y2—ys3)®+ (22— 23)° — 13 =
fa = (xs—z1)’+(ys—y1)® + (23— 21)? —13=0

Liczba stopni swobody:
s=3mn-w=3-3-3

gdzie n - liczba punktéw materialnych; w - liczba réwnan wiezéw.
Wynika z tego, ze kazda bryta sztywna, ktéra mozemy opisaé¢ za pomoca trzech punktéw nie-
poruszajacych sie wzgledem siebie i nie lezacych na jednej prostej, ma 6 stopni swobody.

Przyktad 3

Chtlopiec porusza sie po lodzie na jednej tyzwie. Kontakt lyzwy z lodem jest liniowy i uniemoz-
liwia obrét tyzwy wokot osi pionowej. Okresli¢ réwnanie wigzoéw narzucone na ruch tyzwy.

Rozwiazanie:

Réwnanie wigzu:

fi= (2 —21)* 4+ (g2 —n)* = I

jest to wiez holonomiczny-skleronomiczny

— Z2—T — Y2—y1
xS - 2 ?yS - 2

% = ﬁ - lyzwa porusza si¢ tylko wzdtuz panczeny

fo=2s(y2 — y1) — Ys(x2 — 1)

jest to wiez nieholonomiczny-skleronomiczny
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Przyklad 4

Wyznacz wartosé sity F' przylozonej prostopadle
do ramienia AB potrzebnej do zachowania row-
nowagi mechanizmu przedstawionego na rysunku,
obciazonego sila R.

Dane: R,a,l, ¢

Rozwigzanie:
Jesli mechanizm ma pozosta¢ w rownowadze to uklad sil obciazajacy go musi spetniaé zasade
prac przygotowanych:

SW =F - 0fc + R-67p =0 (1)

Réwnanie wiezow:

fi=xzp—a=0

f2=yp —atg(p) =0

fa=xzc —lcos(p) =0

fa=yo —lsin(p) =0

Dokonajmy wariacji kazdego z réwnan wiezéw wg.:

s afz
8qj

dg; =0 (2)

il

otrzymamy nastepujace wyrazenia:
5$B =0

§yB — ﬁ&p = 0
dxc + Isin(p)dp =0
0yc — lcos(p)dp =0

Wiedzac, ze 67 = [0x g, dyp| oraz é7fc = [0z, dyc|, podstawmy réwnania wiezéw do réwnania
pracy wirtualnej (1).

[Fsin(p), —F cos(p)] - [~ sin(p)dp, = cos()d] + [0, R] - [0, #@))5@] =0 3)
d (—Fl sin?(p) — Flcos®(p) + Rcos;l(ga)) =0 (4)

Praca musi byc réwna 0 dla kazdego mozliwego przemieszczenia d¢, w zwiazku z tym wyrazenie
w nawiasie musi by¢ réwne 0. Po skorzystaniu z wtasnosci jedynki trygonometrycznej mozemy
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obliczy¢ szukang wartos¢ sity F:

1 Zadanie

Punkt materialny P w czasie ruchu znajduje si¢ na powierzchni kuli o promieniu R, ktérej
$rodek znajduje si¢ w punkcie S(R,0, R). Napisz réwnanie wiezéw. Sklasyfikuj wiezy. Oblicz
gradient wiezéw w punkcie P.

Odp. Vf =[2(z — R),2y,2(z — R)]

/2 Zadanie \

Punkt materialny P w czasie ruchu znajduje si¢ na powierzchni kuli o promieniu R, ktérej
$rodek S porusza si¢ ze stata predkoécia ug wzdtuz osi y uktadu wspétrzednych 0,,.. W chwili
poczatkowej t = 0 punkt S znajdowal si¢ w poczatku uktadu wspélrzednych. Napisz réwnanie
wiezow. Sklasyfikuj wiezy. Oblicz gradient wigzéw w punkcie P.

Zastanow sie, jak zmieniajq sie wspolrzedne punktu S w czasie ruchu jego wzdiuz osi y. Zapisz
te wspolrzedne wzorem, a nastepnie postepuj tak, jak w zadaniu poprzednim.

/3 Zadanie \

Wyznacz sile nacisku $ruby mikrometrycznej o skoku h na kulke, jesli oddzialujemy na nig
momentem obrotowym M.
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N\

(4 Zadanie

Zapisz rownania wiezéw podwdjnego wahadta matematycz-
nego, wiazace wspdlrzedne kartezjanskie (z,y) mas znaj-
dujacych sie na koncach wahadet o dtugoséci odpowiednio
ly oraz ls za pomoca wspélrzednych katowych aq, ag. Wy-
znacz polozenie réwnowagi aq, s jesli na mase mo dziala
stata pozioma sita F'.

\

-

5 Zadanie

Moment sily reakcji utwierdzenia korzystajac z zasady prac wirtualnych. Dane: g, 1

q —nl2
A e cx

2l 2l “ |
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\

(6 Zadanie

Znajdz polozenie réwnowagi () preta o dlugosci I = R z ciezarami () oraz Q2 na jego konicach,
wspierajacego sie na poélokregu o promieniu R. Ciezary maja niewielkie wymiary w stosunku
do R. Dane: 1 = 100N, Q2 = 200N, R = 1m
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