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Mechanika - dynamika Dynamika brył sztywnych

Kinematyka brył:
Ruch obrotowy Ruch obrotowy Ruch płaski
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Dynamiczne równania ruchu:
m~a = ~F I~ε = ~M m~a = ~F

I~ε = ~M

Przykład
Oblicz przyspieszenie środka masy krążka, który jest ciągnięty za pomocą nawiniętej na niego
liny z siła F .
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Zasada ruchu środka masy
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Toczący się krążek bez poślizgu jest przykładem ruchu płaskiego. Oznaczamy współrzędne opi-
sujące ruch płaski, uwalniamy układ od więzów i rysujemy siły oddziałujące na bryłę.
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x – współrzędna środka masy

ϕ – współrzędna kątowa obrotu bryły

T – siła tarcia

F – siła naciągu liny

Zaniedbano tutaj siłę ciężkości oraz nacisku, ponieważ nie wpływają te siły na ruch bryły (w
przypadku oporów toczenia, należałoby obliczyć nacisk z równania równowagi, które następnie zostanie użyty

do wyznaczenia momentu oporu toczenia).
Następnie zapisujemy dynamiczne równania ruchu bryły:{
mẍ = F − T
Iϕ̈ = Fr + Tr

gdzie: I = mr
2

2 – moment bezwładności krążka względem głównej centralnej osi bezwładności.
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Mechanika - dynamika Dynamika brył sztywnych

Tworzymy równania więzów, wiążące ruch środka masy x z ruchem obrotowym ϕ. Równanie
to możemy napisać tylko w przypadku toczenia bez poślizgu!

x = ϕr
ẍ = ϕ̈r

Podstawiamy ϕ̈ = ẍr i moment bezwładności I do drugiego z układu równań i dzieląc obustron-
nie przez r otrzymujemy:mẍ = F − T
m

2
ẍ = F + T

Dodając następnie stronami i mnożąc przez 23 otrzymujemy:

ẍ = 43F

Na podstawie równania więzu możemy też wyznaczyć przyspieszenie kątowe:
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Mechanika - dynamika Dynamika brył sztywnych

1 Zadanie
Wyprowadź różniczkowe równania ruchu oraz zapisz kinematyczne równania więzów dla układu
przedstawionego na poniższym rysunku. Która z brył stoczy się szybciej z równi pochyłej?
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2 Zadanie
Pręt o masie m i długości 4l może wykonywać niewielkie obroty w płaszczyźnie pionowej.
Do pręta zamocowano dwie sprężyny o sztywności k. Wyznacz różniczkowe równania ruchu
przedstawionego układu.
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Szukane: równanie różniczkowe ruchu
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Mechanika - dynamika Dynamika brył sztywnych

3 Zadanie
Wibrator mechaniczny o masie m i promieniu bezwładności ρ jest napędzany stałym momen-
tem M . Wyznacz równanie ruchu wibratora, który przymocowano do sztywnego fundamentu.
Środek masy wibratora jest oddalony od osi obrotu o e.

h
H

bezmasowe krążki

G

 

R

h

m

m

a
a

m

k

P

m m

k

P

ω

x

m
A B

CDE

x



s=?

α

R

m

AB

C
D E

b

k
R

α

l

x=?

b

m

x

F

φ

x

Fbez poślizgu

T


b

x

z

a

Q

F

0 10
m

V
s



5
m

V
s


A

B

s

const 

x

y

x

z



r

B

C A

S

O

r

B

A

S

O

0V



r

r

r

r

B

A

S

O

BV

CV

AV

0SV 

C

C

B

A

S

O
0V



0

AV


B

A

S

O

AV


SV

AV

AV

A

SV
0V

OV

1

2

AV

A

O D

C

AV

CV

DV

S

O

B

BV

A

0V

A

ruch obrotowy

ruch płaski

AV

A

ruch obrotowy

ruch płaski

AV 

n

AV

 





O
O

1O
1O

S S



 
A

1O

S

r

x

r

AV

n

AV



0 

AV 

m

0V

RG

h

m

x

k

1P

2P

3P

1N 2N

t 

a

α

m

m

F

0V

0nV

R
v

dmV

dmV
Rdt

l

Q

G





m

oV

R

R
r



1m

1m

2m

1S

N

T

1m g

2m

2m g

2S

1x

2x

R
r

2S

1S



m
bF

mg




2S



P

2S

1S

pS

2S



x

y

 l
a



m

N

bF

mg



2

1

R

x

1m

2m

k

m

l2

l

2

l

k k



x

0U 

h

m

k

1O

C

sina t 

k

1O

C

x

m

x

m h

2r

A

B

k
A

B

l

m

n
N

mg



m

R

G x

r r

ll

m



 



x

Zasada ruchu środka masy

2l

m

M

m

G

l

2Q

l
1Q

Kolokwium I - dynamika

M

 F



M



F

1m

2m

a

b


M

a

0 

m

0 

m m





a



y

x
m


D

A
B

C



y

l

m



x
y



m

zN

uF

mg

yz

l

yN

corF 


T

G

y

x

ua

Ruch złożony



y

m



const 

a

b

O

B

A

ll

Dynamiczne układów o zmiennej masie:

Q

R

P

x

 - ciężar jednostkowy liny

x

wv

R

x

Praca, moc, energia

α

b
a r

μ

oM

x b
a rS

zF

zF

oM
R



P

N 
T

M

R

m

Zasady zachowania i równoważności 

energii kinetycznej i pracy

l

A

B

m

R
h

h

l

C

BA

x

m  
r

m

h


1m

r

2m

l

1

A

O

2

V

B

C

Kolokwium I - dynamika



y

mk

m

0V

m

h

x

m

h

0V



l

h

a





y

m

l

a

Dynamika ruchu w układach złożonych

M

R

m

m

a

bb

a

k

P

Px





I

R
r



1m

2m

1S

N

T

1m g
2m g

2S
1x

2x

R
r



2m1m

1S

2S

R
r

rr

bezmasowe krążki

1,m 

2m

0V

0V

0V

 
r r
m m

1m

4m

2m

3m

2x

4x

3

3x

1x

4m

3m

2 2,m R

1r

1,m 

1R

Dynamika punktu materialnego

h

1R

2 2,m I

1m

2R

3 3,m r

4m

r

1m

2m R

3m

F

2 2 2, , ,m r R 

3m

oM

3 3,m R

k

m

l2

l

2

l

k k



x

1R

2 2,R r

1r 3r

2R

2r

4r

4l

2l

3l

1R
2R 4l

2l

3l

2R
1R

1R

3R

l

3r

4r



1r
1R

2R

1r 3r

2R

2r

4r

l 2l

4m

1m

3m

2m 2r

3r
3k

1k

2k

Równania więzów

Równania Lagrange a II rodzaju

 
r

m

x





r

1m

2m R

F



1x

2x

3m

r

Kolokwium II (pęd,kręt,ukł. złożone)





h



0v

/ 2l

l
l

x

y

r

3m

2m

1m

r

R

3m

2m



1 1,m I

3m

4m

2m

5m

0 

2 2,m I

4m

5m

1m 3m



R

l 





?s 

E D

B

C

R
C

ED

?x 

m

B

x

k

m



k

A

A

g
g

Kolokwium I poprawkowe

M

 F

 s

?l 

opór powietrza 

zaniebać

h

r

k

m
a


A

B

g

1 1,I r
2 2,I r

2 2 2, ,I r R

4m

0 

3m

1 1 1, ,m I r

wvm

l

M

l


wvm

M

k

Kolokwium II poprawkowe

r

m

r

m

 s t

m

r

h

0 ?I 

3

4

SR

r

,I m



m

x
r

g

2 2,m I

1I 3I

5m

4 4,m I

2 2 2 2, , ,m I R r 3 3 3 3, , ,m I R r

4 4 4, ,m I R

1 1 1 1, , ,m I R r

Kolokwium III poprawkowe

m

R k v
g

?h 

0v

2 2 2, ,I r R

3m

1m
A

 

B

C

h



?l 

0 

0 

m

m

Kolokwium IV poprawkowe


x
ua

r



R

 s t

m



1 1 1 1, , ,J m R r

2 2,J R 3 3 3, ,J m R

Kolokwium V zestaw prostych

m

?M 

l x

m Ml

k
M

m


0v

M
m

M

m

h

0  maxh

x

k

r

m

g

m

m

g
J

0v



h

maxh

    maxx

    L

g

1t

N

R

G

0v

P

AB

D C

O

l

P

1P

A

B C

D

1s

2s

l

1r

O


M

1m

r
2m

x



B

A

C

l

g

1 1 1 1, , ,I m R r

2 2 2, ,I m R

g

R



m
v

x

l

v

l



Ruch postępowy Ruch obrotowy

Ruch płaski

1 1 1 1, , ,I m R r

2 2,I R
3 3,I R

m

m

1 1 1 1, , ,I m R r

2 2,I R

3 3 3, ,I m R

m

M

2 2,I R

3 3 3, ,I m R

20F N
4m

0.3 

4 8m kg



ua
G

mm

m m

Q

G

a

m

M
h

l l

x

l



m

R

0v
2 2,m r

3 3,m r

1 1,m r

h
0M

0

1

V

m



Zasada zachowania i zmienności pędu

kv

km

0,8m kg

0V 1V
2V

1,2M kg

1v

 2v

wv
M

2vm
wv

Zasada zachowania i zmienności Krętu

u



y

km

l

a rm

m

20,3I MR

R



0,5M t

l

2dmv
1dmv

Fdt



xF dt

yF dt

v

mm

R



M

m

m

v

D

φ

x

F

T

F
toczenie bez 

poślizgu

m

r



 

k

l

l

l

k

m



M

e

m

F



 0
6


 

 0 0 

,m l
Dane: m, ρ,M ′, e

Szukane: ϕ(t)

4 Zadanie
Pręt o masie m i długości l jest przymocowany przegubowo do nieważkich suwaków. Wyznacz
równanie ruchu pręta ϕ(t) przy założeniu, że porusza się on w płaszczyźnie poziomej pod
wpływem siły F przyłożonej do jednego z suwaków (jak na rysunku).
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Mechanika - dynamika Dynamika brył sztywnych

5 Zadanie
Po obu strona nieważkiego cięgna przewleczonego przez nieważki krążek zamocowano jednakowe
masy m. Oblicz:

a) wartość siły naciągu liny

b) wartość siły naciągu liny po dołożeniu dodatkowej masy m po jednej stronie

c) przyspieszenie mas oraz naciąg lin po obu stronach jeśli dołożymy dodatkową masę po
jednej stronie oraz uznamy, że krążek jest ważki o masie m.

R

m m

Dane: m,R

Szukane: S, a
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