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é Wprowadzenie

Dzial ten dotyczy analizy ruchu i sil dzialajacych na punkt materialny. W niektérych przypadkach
bryle mozna zredukowac¢ do punktu materialnego w $rodku masy. Dotyczy to bryl, ktére poruszaja
sie¢ ruchem postepowym. Dynamika punktu opiera sie¢ o druga zasade dynamiki Newtona. Punkt
swobodny to taki, ktérego ruch nie jest ograniczony wiezami. Punkt moze swobodnie przemieszczaé
sie w kazdym kierunku. Przykladowe zrédta sit oddziatujacych na punkt to: sity grawitacji, sity
oporéw oraz oddziatlywania innych punktéw materialnych.

-
\-

Przyktad \

Cialo o masie m opada w polu sil grawitacyjnych z wysokosci hg bez predkosci poczatkowej. Na
ciato to dziala sila oporu powietrza proporcjonalna do kwadratu predkoéci R = av?. Wyznacz
rownanie predkodci ciata w funkeji jego wysokosci. Jaka predko$é ma kula w momencie uderzenia
o ziemig?

i

Rozwigzanie:
Poczatek uktadu wspélrzednych z ustalono w poczatkowym polozeniu ciata. Dla tak przyjetego
ukladu wspdlrzednych zapisujemy rézniczkowe réwnanie ruchu (I7 zasada dynamiki Newtona).

mi=G—R (1)

gdzie G=myg - ciezar ciata. Po podstawieniu do réwnania 1 otrzymujemy:
mi = mg — av’ (2)
& =g—kv? (3)

dzie k = —. Z uwagi na to, ze predko$¢ zmienia sie w czasie i jest to funkcja nieznana, nie
b b

mozemy poprostu caltkowaé tego roéwnania po czasie. W zwiazku z tym stosujemy technike
rozdzielania zmiennych dokonujac wczesniej odpowiedniego podstawienia za przyspieszenie .

. _dvdxr drdv dv

=2 = —p= 4
YT dtde ~ dtde dw @)
Réwnanie 4 podstawiamy do 3.
d
vé =g—kv? (5)
Nastepnie rozdzielamy zmienne.
v

Calkujemy obustronnie.

/;%ﬁmz/m (7)

Funkcja pod catka z lewej strony wyrazenia 7 jest ilorazem wielomianéw odpowiednio pierw-
szego i drugiego rzedu. W takich sytuacjach nalezy sprawdzi¢ czy licznik nie jest przypadkiem

dr inz. Sebastian Pakuta — AGH WIMIR Strona 2 \ 6



MECHANIKA - DYNAMIKA Dynamika punktu materialnego swobodnego

pochodng mianownika. Jesli tak, to rozwiazaniem jest logarytm naturalny mianownika. Dopro-
wadzamy zatem licznik do takiej postaci, aby byl pochodna mianownika.

1 ﬂdvz/d;ﬂ (8)

2% | g—ke?
filn| —kv?|=z+C (9)
ok Y -

Stala C' wyznaczamy z warunkéw poczatkowych wiedzac, ze v = 0 dla = 0. Wartosci te
podstawiamy do réwnania 9.

1
T Ing=C (10)
Obliczona stala wstawiamy do réwnania 9 i przenosimy na lewa strone.
1 |
S — i = 1
2kln\g kv|+2klng % (11)
1 g — kv?
—%ln( ; )—m (12)
— ko2
In (g v > = 2z (13)
g
02
g kv — e—ka (14)
g
g — kv? = ge=?k® (15)
/9 —2kz
o(z) = /2 (1 - e-2ke) (16)

Aby wyznaczy¢ predko$é ciala w momencie uderzenia o ziemie, wystarczy za zmienng x pod-

stawié h.
v(h) = /£ (1 - e72#h) (17)

droge s = 2m. Po jakim czasie pocisk opusci lufe dziala przyjmujac, ze nacisk gazdéw jest
niezmienny.

2 Zadanie

Po jakim czasie i na jakim odcinku moze zatrzymaé sie w skutek hamowania wagon tramwa-
jowy jadacy po poziomym torze z predkoscia vg = 36km/h, jezeli opér ruchu powstajacy przy
hamowaniu wynosi 30kN na tone ciezaru wagonu. (przyjmij, ze 1T=1kN)

NN AN

1 Zadanie
Przy wystrzale z dziala pocisk opuszcza lufe z predkoscia v = 570m/s. Masa pocisku wynosi
m = 6kg. Jaki jest Sredni nacisk gazéw prochowych, jezeli pocisk przebywa wewnatrz dziala

3 Zadanie

Punkt materialny o masie m porusza si¢ prostoliniowo pod dziataniem sity zmieniajacej sie
wedlug wzoru F' = Fycos(wt), gdzie Fj i w sa state. Przyjmij, ze w chwili poczatkowej punkt
ma predkosé #(0) = wg 1 znajduje sie w poczatku ukladu wspélrzednych x(0) = 0. Znalezé

réwnanie ruchu punktu.
Fo

\Odp.; x(t) = 5 (1 — coswt) + vot J
mw
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4 Zadanie

Cialo o ciezarze 2kG rzucono pionowo do géry z predkoscia 20m/s pokonuje opér powietrza
wprost proporcjonalny do predkosei i przy predkosci v = 1m/s wynosi w kilogramach-sita 0,04;
g = 9,8m/s%. Obliczy¢, po ilu sekundach cialo osiagnie najwyzsze polozenie.

(przeliczyé stare jednostki [kG], [T] na nowe [N])

5 Zadanie

Motorniczy tramwajowy wylaczajac stopniowo opory w obwodzie elektrycznym silnika, zwicksza
jego moc tak, ze sita pociagowa wzrasta od zera proporcjonalnie do czasu o 120kG w ciagu kazdej
sekundy. Znalez¢ réwnanie drogi s wagonu dla nastepujacych danych. Ciezar wagonu 107, opor
jazdy jest staly i wynosi 0,27, a predko$é¢ poczatkowa réwna jest zeru.

(przeliczyé stare jednostki [kG], [T] na nowe [N])

~

6 Zadanie \

t.6dz o masie m porusza sie z predkoscia poczatkowa vy. Dziala na nia sita oporu wody pro-
porcjonalna do predkosci wg réwnania R = kv gdzie k = const. Oblicz jaka droge przebedzie
16dZz do momentu gdy zwolni do potowy predkosci poczatkowe;j.

NS J
/ 7 Zadanie \

Po jeziorze plynie 16dka z czlowiekiem o tacznej masie m, ktérej nadano predkosé poczatkowa vyg.
Dziala na nig sita oporu wody R = k+/v. Po jakim czasie predkos$é t6dki zmaleje czterokrotnie?
Jaka droge przebedzie t6dka w tym czasie?

= J

8 Zadanie

Samolot zaczyna nurkowaé bez pionowej predkosci poczatkowej. Opédr powierza jest proporcjo-
nalny do kwadratu predkosci samolotu. Znalezé¢ zalezno$¢ miedzy chwilowa predkoécia pionowsa
a przebyta droga oraz maksymalna predkoscia nurkowania.

A wiec szukane jest v(z) lub x(v) 0raz Vpmag, czyliv przy © — co. Rozwaizamy pionowq skladowg
ruchu.
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9 Zadanie

Samolot leci poziomo. Opdr powietrza jest proporcjonalny do kwadratu predkosci i przy pred-
kosci 1m/s wyonsi 0, 005kG. Stala sila ciagu $migla wynosi 3080kG i tworzy z kierunkiem lotu
kat 10°. Wyznacz najwieksza predko$é¢ samolotu.

Odp: vipax = 2467

10 Zadanie

Znalez¢ najwigksza predko$é spadania kuli o masie 10kg i promieniu r = 8cm przyjmujac, ze
opér powietrza wyraza sie wzorem R = kov? | gdzie v oznacza predkoéé spadania, o — pole
rzutu spadajacego ciala na ptaszczyzne prostopadia do kierunku jego ruchu, k — wspdlczynnik
oporu zalezny od ksztaltu ciala i przyjmujacy dla kuli wartosé 0,024Ns2/m*.

( 11 Zadanie \

Okret plynac pokonuje opér wody proporcjonalny do kwadratu predkosci i wynoszacy 0,12[T]
przy predkosci 1m/s. Sila pociagowa Sruby skierowana jest zgodnie z kierunkiem ruchu i zmienia
si¢ wedlug prawa T'(v) = To(1 — =), gdzie Ty = 1201, a v; = 30m/s. Wyznacz réwnanie
predkosci w czasie oraz najwicksza predkosé, jaka okret moze osiagnacd.

Podpowiedz: Aby scalkowaé uzyskane wyrazenie nalezy iloczyn wyrazow w mianowniku zastepic

1 __A B
\sumq wg. (z—z1)(z—22) ~ w11 + T—T2

( 12 Zadanie \

Czastka o masie m majaca tadunek elektryczny e znajduje si¢ w jednorodnym polu elektrycz-
nym o zmiennym natezeniu E = Aksin kt,gdzie A i k sa state. Wyznaczy¢ ruch czastki, jezeli
wiadomo, ze w polu elektrycznym dziata na nia sita F' = eF skierowana zgodnie z wektorem
natezenia pola E. Wplyw sily ciezko$ci pominaé¢. Polozenie poczatkowe czastki przyjacé za po-
czatek ukltadu wspolrzednych. Predkosé poczatkowa czastki wynosi zero.

\ Odp.: x(t) = % (t — & sinkt) /

13 Zadanie

Cialo o ciezarze P rzucone z predkoscia poczatkowa vg pod katem /alpha do poziomu porusza
sie pod dzialaniem sily cigzkosci i oporu powietrza R. Obliczy¢ najwigksze wzniesienie h cialta
nad poziom poczatkowego potozenia przyjmujac, ze opér powietrza jest proporcjonalny do
predkosci: R = kPw.

Odp.: h = ”"Z% - q%ln(l + kvg sin «)

14 Zadanie
Zachowujac warunki poprzedniego zadania podaj réwnania ruchu punktu.

Odp.: v = ®o2p=e (1—ekat) y= gik (vosina + 3) (1 —e7r") — L
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\

(15 Zadanie

Okresli¢ ruch kulki w prostym kanale przechodzacym przez srodek Ziemi, jezeli wiadomo, ze sita
przyciagania ziemskiego jest proporcjonalna do odlegltosci poruszajacego sie¢ punktu od $rodka
Ziemi i skierowana do tego srodka. Kulka rozpoczyna ruch w kanale z powierzchni Ziemi bez
predkosci poczatkowej. Znalezé takze predkosé kulki w chwili, gdy mija ona $rodek Ziemi i
czas potrzebny na dotarcie do niego. Promien Ziemi wynosi R = 6400km, a przyspieszenie na
powierzchni Ziemi g = 9.835.

\Odp.:x:Rcos\/%;v:7924%;T=21,1mm )
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